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МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ
НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ
И СИСТЕМ

3.1. МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ
НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

3.1.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть дано нелинейное уравнение

f(x) = 0, (3.1)

где f(x) — функция, определенная и непрерывная на некотором промежут/
ке. В некоторых случаях на функцию f(x) могут быть наложены дополни/
тельные ограничения, например непрерывность первой и второй производ/
ных, что специально оговаривается. Функция f(x) может быть задана в виде
алгебраического многочлена или трансцендентной функции (тогда ей соот/
ветствует алгебраическое или трансцендентное уравнение).

Требуется найти корни уравнения (3.1), т. е. числа x*1, x*2, ..., которые
путем подстановки их в (3.1) превращают уравнение в верное числовое ра/
венство. Числа x*1, x*2, ... называются также нулями функции f(x).

На практике часто бывает выгодно уравнение (3.1) заменить равносильным
ему уравнением (уравнения равносильны, если имеют одинаковые корни):

f1(x) – f2(x) = 0, (3.2)

где функции f1(x), f2(x) — более простые, чем функция f(x). Тогда при зада/
нии уравнения в виде (3.1) нулями функции f(x) являются точки пересече/
ния f(x) с осью Ox (рис. 3.1а), а при задании в виде (3.2) — абсциссы точек
пересечения функций f1(x) и f2(x) (рис. 3.1б).
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Замечания
1. Если f(x) = anxn + an – 1xn – 1 + ... + a0 = Pn(x) — алгебраический много$

член, то уравнение (3.1) называется также алгебраическим n$й степени:

Pn(x) � anxn + an – 1xn – 1 + ... + a0 = 0, (3.3)

где an, ..., a0 — действительные числа, коэффициенты уравнения.
2. На практике встречаются задачи нахождения корней уравнения

f(xi) = 0, левая часть которого задана сеточной функцией yi = f(xi), i = 1, ..., N
(рис. 3.2).

Число x* есть корень уравнения (3.1) кратности k, если при x = x* вместе
с функцией f(x) обращаются в нуль ее производные до (k – 1)$го порядка вклю$
чительно, т. е. f(x*) = f�(x*) = ... = f(k – 1)(x*) = 0, а f(k)(x*) � 0. Корень кратно$
сти k = 1 называется простым. На рисунке 3.1а простыми корнями являются
x*1, x*2, x*3, а корни x*4, x*5 — кратные.

В соответствии с классическим результатом Галуа алгебраическое урав$
нение (3.1) при n � 5 не имеет решения в замкнутом (формульном) виде. Се$
точные уравнения вообще не имеют формульных решений. Поэтому корни

Рис. 3.1

Рис. 3.2
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алгебраических (n > 2), трансцендентных и сеточных уравнений, как прави+
ло, определяются приближенно с заданной точностью.

Решение осуществляется в два этапа:
Первый этап. Находятся отрезки [ai, bi], внутри каждого из которых

содержится один простой или кратный корень (x*i � [ai, bi]) (см. рис. 3.1).
Этот этап называется процедурой отделения корней. По сути на нем осуще+
ствляется грубое нахождение корней x*i.

Второй этап. Грубое значение каждого корня x*i уточняется до задан+
ной точности одним из численных методов, в которых реализуются последо+
вательные приближения. Порядок (скорость) сходимости метода определя+
ется так же, как в п. 1.3.1.

3.1.2. ОТДЕЛЕНИЕ КОРНЕЙ

Для отделения действительных корней полезно определять заранее чис+
ло корней, а также верхнюю и нижнюю границы их расположения. Для это+
го используется ряд теорем.

Теорема 3.1 (о числе корней алгебраического уравнения (3.3)).
Алгебраическое уравнение (3.3) n�й степени имеет ровно n корней, дей�

ствительных или комплексных, при условии, что каждый корень счита�
ется столько раз, какова его кратность.

Теорема 3.2 (о свойстве парной сопряженности комплексных корней урав+
нения (3.3)).

Если x*i = � + �i — корень алгебраического уравнения (3.3) кратности k,
то число � � ����� �  также является корнем той же кратности.

Следствие. Алгебраическое уравнение нечетной степени имеет по край�
ней мере один действительный корень.

Теорема 3.3 (об оценке модулей корней уравнения (3.3)).
Пусть A = max{|an – 1|, ..., |a0|}, B = max{|an|, |an – 1|, ..., |a1|}, где ak, 0� �� � —

коэффициенты уравнения anxn + an – 1xn – 1 + ... + a1x + a0 = 0.
Тогда модули всех корней x*i (i = 1, ..., n) уравнения удовлетворяют не�

равенству
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(3.4)

т. е. корни уравнения расположены в кольце.

Следствие. Числа 
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� ��

��
�

 являются соответственно

нижней и верхней границами положительных корней алгебраического урав�
нения �� �� ��� � �  Аналогично числа –R и –r служат нижней и верхней грани�
цами отрицательных корней уравнения �� � � �� ��� � �

Приведем полезные теоремы, используемые для более точного установ+
ления границ действительных корней алгебраических уравнений.
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Теорема 3.4 (теорема Лагранжа о верхней границе положительных кор*
ней уравнения (3.3)).

Пусть an > 0 и ai — первый отрицательный коэффициент в последова�
тельности an, an – 1, an – 2, ..., a1, a0; C — наибольшая из абсолютных вели�
чин отрицательных коэффициентов. Тогда за верхнюю границу положи�
тельных корней уравнения (3.3) может быть принято число

1 �� � �� �

�

��
�

(3.5)

Теорема 3.5 (о нижних и верхних границах положительных и отрица*
тельных корней алгебраического уравнения).

Пусть R — верхняя граница положительных корней уравнения Pn(x) = 0,

R1 — верхняя граница положительных корней уравнения � �1 1 0� �� � ��
�� � � �

�
R2 — верхняя граница положительных корней уравнения P2(x) = Pn(–x) = 0,

R3 — верхняя граница положительных корней уравнения � �3 1 0� � �� � ��
�� � � �

�
Тогда положительные корни �

���  и отрицательные корни �
���  уравнения

(3.3) удовлетворяют неравенствам

2
1 3

1 1� �� � � � � ��� � ���� � � �
� �

(3.6)

Теорема 3.6 (теорема Декарта о количестве действительных корней ал*
гебраических уравнений).

Число S1 положительных корней (с учетом их кратностей) алгебраи�
ческого уравнения Pn(x) = 0 равно числу перемен знаков в последовательно�
сти коэффициентов an, an – 1, ..., a0 (коэффициенты, равные нулю, не учи�
тываются) многочлена Pn(x) или меньше этого числа на четное число. Чис�
ло S2 отрицательных корней (с учетом их кратностей) алгебраического
уравнения Pn(x) = 0 равно числу перемен знаков в последовательности an,
an – 1, ..., a0 многочлена Pn(–x) или меньше этого числа на четное число.

Теорема 3.7 (теорема Гюа о необходимом условии действительности всех
корней алгебраического уравнения).

Если алгебраическое уравнение (3.3) имеет все действительные корни,
то квадрат каждого некрайнего коэффициента больше произведения двух
его соседних коэффициентов.

Следствие. Если при каком�нибудь k выполнено неравенство 2
1 1� �� �� ��� � �

то уравнение (3.3) имеет по крайней мере одну пару комплексных корней.
Для отделения корней применяется следующая теорема.
Теорема 3.8. Если функция f(x), определяющая уравнение f(x) = 0, на кон�

цах отрезка [ai, bi] принимает значения разных знаков, т. е. f(ai) � f(bi) < 0,
то на этом отрезке содержится по крайней мере один корень уравнения.
Если же f(x) непрерывна и дифференцируема и ее первая производная сохра�

няет знак внутри отрезка [ai, bi] � �const� �
� � �
���� 	 


� �� �
� � , то на [ai, bi] находится

только один корень x*i уравнения.
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В вычислительной практике обычно используются следующие способы
отделения корней:

1) средствами компьютерной графики: функция f(x) представляется на
мониторе, и приближенно определяются отрезки, которым принадлежат точ4
ки x*i;

2) средствами математического анализа с помощью исследования функ4
ций и построения графиков (см. рис. 3.1а);

3) формированием простых функций f1(x) и f2(x) таких, что получается
равносильное уравнение в виде (3.2), и дальнейшим построением графиков
этих функций (см. рис. 3.1б).

Пример 3.1. Определить число положительных и отрицательных корней,
а также их границы для уравнения

P5(x) = x5 + 2x4 – 5x3 + 8x2 – 7x – 3 = 0.

�В данной задаче n = 5, a5 = 1, a4 = 2, a3 = –5, a2 = 8, a1 = –7, a0 = –3.
Согласно теореме 3.1 уравнение имеет пять корней. Поскольку n = 5, то

по следствию из теоремы 3.2 уравнение имеет по крайней мере один действи4
тельный корень.

Оценим модули корней по теореме 3.3. Так как A = max{|2|, |–5|, |8|, |–7|,
|–3|} = 8, B = max{|1|, |2|, |–5|, |8|, |–7|} = 8, то

1 8 31 или 9
8 1111
3

� � � � �
�
�

� �� � � � �
� �

� �

� �� �

т. е. все корни лежат внутри данного кольца. По следствию из теоремы 3.3 это

означает, что положительные корни удовлетворяют неравенству 3 9
11

�� �� ���

а отрицательные — неравенству 39
11

�� � � �� ���

Применим теоремы 3.4 и 3.5 для уточнения приведенных результатов.
Найдем верхнюю границу положительных корней. Так как a3 = –5 — пер4
вый отрицательный коэффициент в последовательности 1, 2, –5, 8, –7, –3, то
i = 3, а C = max{|–5|, |–7|, |–3|} = 7 — наибольшая из абсолютных величин от4
рицательных коэффициентов. Следовательно,

5 3 71 1 7 3 646
1

�� � � � �� � � ��

Найдем нижнюю границу положительных корней. Составим уравнение:

� � � � � �1 5 5
5 5 4 3 2

5 4 3 2

1 1 1 1 1 1 12 5 8 7 3

3 7 8 5 2 1 0

� � � � � � � � �

� � � � � � � �

� � �
�� � � � � � �

� � �� � � �
� � � � �

или

3x5 + 7x4 – 8x3 + 5x2 – 2x – 1 = 0

(старший коэффициент должен быть положительным). Для этого уравнения
i = 3, C = max{|–8|, |–2|, |–1|} = 8, поэтому
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5 3
1

8 81 1 2 632
3 3

�� � � � �� � � ��

Отсюда

1

1 0 38 3 646�� � � ��� � ��� �
�

Уточним границы отрицательных корней. Составим уравнение:

P2(x) = P5(–x) = –x5 + 2x4 + 5x3 + 8x2 + 7x – 3 = 0

или

x5 – 2x4 – 5x3 – 8x2 – 7x + 3 = 0.

Для этого уравнения i = 4, C = max{|–2|, |–5|, |–6|, |–7|} = 8, поэтому

5 4
2

81 9
1

�� � �� � ��

Составим уравнение

� � � � � �3 5 5
5 5 4 3 2

5 4 3 2

1 1 1 1 1 1 12 5 8 7 3

3 7 8 5 2 1 0

� � � � � � � � � � � �

� � � � � � � �

� � �
�� � � � � � �

� � �� � � �
� � � � �

или

3x5 – 7x4 – 8x3 – 5x2 – 2x + 1 = 0.

Для этого уравнения i = 4, C = max{|–7|, |–8|, |–5|, |–2|} = 8, поэтому

5 4
3

8 81 1 3 666
3 3

�� � � � �� � � ��

Отсюда находим:

2
3

19 0 272�� � � � � � � �� � ��� �
�

Заметим, что данный результат совпадает с полученным ранее.
Исследуем структуру корней уравнения. Так как квадрат каждого неC

крайнего коэффициента больше произведения двух его соседних коэффициC
ентов, то по теореме 3.7 необходимое условие действительности всех корней
уравнения выполняется.

На основе теоремы 3.6 определим число положительных и отрицательC
ных корней. Выписываем коэффициенты многочлена Pn(x) = P5(x): 1, 2, –5,
8, –7, –3. Так как число перемен знака S1 = 3, то число положительных корC
ней равно трем или меньше на четное число, т. е. равно 1. Далее выписываем
коэффициенты многочлена P5(–x): –1, 2, 5, 8, 7, –3. Так как число перемен
знаков S2 = 2, то число отрицательных корней равно двум или меньше на
четное число, т. е. их вообще нет.�
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Пример 3.2. Отделить корни уравнения x3 – x + 1 = 0.
�Согласно теореме 3.1 уравнение имеет три корня, среди которых по

крайней мере один действительный (следствие из теоремы 3.2, поскольку
это уравнение нечетной степени).

Оценим модули корней уравнения по теореме 3.3. Так как A = max{|0|,
|–1|, |1|} = 1, B = max{|1|, |0|, |–1|} = 1, то

1 1 11 или 2
1 211
1

� � � � �
�

� �� � � � � �
� �

� �

� �� �

Отсюда

1 12 и 2
2 2

� �� � � � � ��� ���� �

Определим число положительных и
отрицательных корней. Выписываем
коэффициенты многочлена P3(x): 1, 0,
–1, 1. Так как число перемен знака
S1 = 2 (нулевой коэффициент не учиты9
вается), то число положительных кор9
ней равно двум или меньше на четное
число, т. е. они отсутствуют. Далее вы9
писываем коэффициенты многочлена
P3(–x) = –x3 + x + 1: –1, 0, 1, 1. Так как
число перемен знака S2 = 1 (нулевой ко9
эффициент не учитывается), то число
отрицательных корней равно единице.

Отделим корни третьим способом. Для этого преобразуем уравнение к
равносильному виду (3.2): x3 = x – 1 и найдем точки пересечения графиков
y = x3 и y = x – 1 (рис. 3.3).

Очевидно, корень уравнения x* � [–2; –1].�
Пример 3.3. Отделить корни уравнения x3 – x2 – 9x + 9 = 0.
�Согласно теореме 3.1, уравнение имеет три корня, среди которых по

крайней мере один действительный (по следствию из теоремы 3.2). Оценим
модули корней уравнения по теореме 3.3.

Так как A = max{|–1|, |–9|, |9|} = 9, B = max{|1|, |–1|, |–9|} = 9, то

1 9 11 или 10
9 211
9

� � � � �
�

� �� � � � �
� �

� �

� �� �

Отсюда
1 110 и 10
2 2

� �� � � � � ��� ���� �

Определим число положительных и отрицательных корней. Выписыва9
ем коэффициенты многочлена P3(x): 1, –1, –9, 9. Так как число перемен
знака S1 = 2, то уравнение имеет два положительных корня или ни одного.

Рис. 3.3
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Далее выписываем коэффициенты многочлена P3(–x) = –x3 – x2 + 9x + 9: –1,
–1, 9, 9. Так как число перемен знака S2 = 1, то имеется один отрицательный
корень.

Отделим корни третьим способом. С этой целью преобразуем уравнение к
равносильному виду: x3 = x2 + 9x – 9. Найдем абсциссы точек пересечения
графиков y = x3 и y = x2 + 9x – 9 (на рис. 3.4 указаны два из трех полученных
промежутков).

Результат отделения корней — три промежутка [0,5; 2], [2; 4], [–4; –2].
Заметим, что отрезки могут быть сужены, например вместо отрезка [2; 4]
можно принять [2,5; 4].�

3.1.3. МЕТОД ПОЛОВИННОГО ДЕЛЕНИЯ

Пусть дано уравнение f(x) = 0 и отделен простой корень x*, т. е. найден
такой отрезок [a0, b0], что x* � [a0, b0], и на концах отрезка функция имеет
значения, противоположные по знаку (f(a0) � f(b0) < 0). Отрезок [a0, b0] назыF
вается начальным интервалом неопределенности, потому что известно, что
корень ему принадлежит, но его местоположение с требуемой точностью не
определено.

Процедура уточнения положения корня заключается в построении посF
ледовательности вложенных друг в друга отрезков, каждый из которых соF
держит корень уравнения. Для этого находится середина текущего интерваF

ла неопределенности 
2
�� �� �

�
� �

�  k = 0, 1, ... и в качестве следующего инF

тервала неопределенности из двух возможных выбирается тот, на концах
которого функция f(x) имеет разные знаки (рис. 3.5).

Рис. 3.4
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Процесс завершается, когда длина текущего интервала неопределеннос(
ти становится меньше заданной величины �, задающей точность нахожде(
ния корня. В качестве приближенного значения корня берется середина пос(
леднего интервала неопределенности.

М е т о д и к а  р е ш е н и я  з а д а ч и

1. Найти начальный интервал неопределенности L0 = [a0, b0] одним из
методов отделения корней, задать малое положительное число �. Положить
k = 0.

2. Найти середину текущего интервала неопределенности:

2
�� �� �

�
� �

�

3. Если f(ak) � f(ck) < 0, то положить ak + 1 = ak, bk + 1 = ck, а если f(ck) � f(bk) < 0,
то принять ak + 1 = ck, bk + 1 = bk. В результате находится текущий интервал
неопределенности Lk + 1 = [ak + 1, bk + 1].

4. Если bk + 1 – ak + 1 � �, то процесс завершить: x* � Lk + 1 = [ak + 1, bk + 1].
Приближенное значение корня можно найти по формуле

1 1

2
� ���� �� �� �

�

Если bk + 1 – ak + 1 > �, положить k = k + 1 и перейти к п. 2.
Замечания
1. Метод имеет линейную, но безусловную сходимость, и его погрешность

за каждую итерацию уменьшается в два раза:

0 0 0 01 1
1 1 2 2 0 02

2
2 2 2

�� ��� � � � � � � � �� � � �� �
� � � � � ����� � � � � ��� �

� � � �� �
� � � � � � � �

Из последнего соотношения можно оценить число итераций k для дости(
жения заданной точности �:

Рис. 3.5
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0 0
0 0 22� �
� � � � �

�
� �

� � � ��� 	� � �
� � �

Отсюда видно, что, например, для достижения точности � � 10–3 при
(b0 – a0) � 1 необходимо выполнить примерно десять итераций.

2. К достоинствам метода следует отнести то, что он позволяет найти про8
стой корень уравнения x* � [a0, b0] для любых непрерывных функций f(x)
при любых значениях a0, b0, таких, что f(a0) � f(b0) < 0. Недостатки метода —
он не обобщается на системы нелинейных уравнений и не может использо8
ваться для нахождения корней четной кратности.

Пример 3.4. Найти корень уравнения x3 – x + 1 = 0 методом половинного
деления с точностью �1 = 0,01 и �2 = 0,0005.

�В примере 3.2 корень уравнения был отделен: x* � [–2; –1], поэтому
a0 = –2, b0 = –1.

Очевидно, функция непрерывна на отрезке [–2; –1], имеет единственный
простой корень (см. рис. 3.3). На концах отрезка функция имеет значения
f(–2) = –5, f(–1) = 1, противоположные по знаку. Результаты расчетов при8
ведены в таблице 3.1.

Если �1 = 0,01, корень x* � [–1,3282; –1,3204], а если �2 = 0,0005 — ко8

рень x* � [–1,3248; –1,3243] или 1 3282 1 3204 1 3243
2

� �� � ��
� � ��  при �1 = 0,01;

1 3248 1 3243 1 3245
2

� �� � ��
� � ��  при �2 = 0,0005.�

Пример 3.5. Найти корень уравнения x3 – x2 – 9x + 9 = 0 методом поло8
винного деления с точностью � = 0,01.

�В примере 3.3 были отделены корни уравнения. Уточним корень, ле8
жащий на отрезке [2,5; 4]. Результаты расчетов поместим в таблицу 3.2.

� � � � � � � � 	
��

�� � �kf a � ka � kb � � �kf b �
2

k k
k

a b
c

�� � � �kf c � k ka – b �

�� ��� ��� ��� �� ����� ���	
�� ��
�� ���	
�� ����� ��� �� ������ ������� ����
�� ���	
�� ����� ������ ������� ���
�� ������� �����
� ������� ���
�� ������ ������� ������� ����� ������
�� ������� ���
�� ������� ����� ����
�� ����	� �������
�� ����	� ����
�� ������� ����� ����	�� ������� �������
�� ������� ����	�� ������� ����� ������� ����	� �������

� ������� ����	�� ������� ����	� ������ �����	� ����
	��
	� ������� ����	�� ������ �����	� ������ �����
� ������
�� �����
� ������ ������ �����	� ������ �������� ������
��� �������� ������ ������ �����	� �����	� ������� ������
��� ������� �����	� ������ �����	� �� �� �������
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В результате найден интервал [2,99804; 3,0039] и приближенное значе&
ние корня x* � 3,00097.�

Пример 3.6. Отделить корни трансцендентного уравнения x2 – e–x = 0 и
найти один из корней с точностью � = 0,01.

1. Можно отделить корни уравнения, преобразовав его к равносильному
виду x2 = e–x и определив абсциссу точек пересечения графиков функций
y = f1(x) = x2 и y = f2(x) = e–x: x* � [0,5; 1]. При этом f(0,5) � f(1) < 0.

2. Уточним корень. Результаты расчетов приведем в таблице 3.3.

Вычисления показывают, что b6 – a6 = 0,7109 – 0,7031 = 0,0078 < � = 0,01.

Поэтому 6
0 7109 0 7031 0 707

2
�� � ��

� � � �� � �

3.1.4. МЕТОД ХОРД

Этот метод при тех же предположениях обеспечивает более быстрое на&
хождение корня, чем метод половинного деления. Для этого отрезок [a, b]
делится не пополам, а в отношении |f(a)| : |f(b)|.

Геометрически метод хорд эквивалентен замене кривой y = f(x) хордой,
проходящей через точки (a, f(a)) и (b, f(b)) (рис. 3.6).
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Уравнение хорды AB имеет вид

�� �
� �

� �
�

� � � �
� � �� �

� � � � � �

Полагая x = x(1) и y = 0, получаем

1 � � �
�

� � � �
� ��

� � � �
� �

� � � �
� � � �

Предположим, что вторая производная f�(x) сохраняет постоянный знак,
и рассмотрим два случая: f(a) > 0, f�(x) > 0 (рис. 3.7а) и f(a) < 0, f�(x) > 0
(рис. 3.7б). Случай f�(x) < 0 сводится к рассматриваемому, если уравнение
записать в форме:

–f(x) = 0.

Рис. 3.6

Рис. 3.7
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Первому случаю (рис. 3.7а) соответствует формула

0

1 0 1�

�

� � � �
�

� �

� �
� � � � � �

� �

�

� �
� �� � �����

� � � �

�
� � �

�

� �

� �
� � � � �

� � � �
(3.7)

а второму случаю (рис. 3.7б):

0

1 0 1�

�

� � � � �
�

� �

� �
� � � � � �

� �

�

� �
� �� � ����

� � � �

�
� � �

�

� �

� �
� � � � �

� � � �
(3.8)

В первом случае остается неподвижным конец a, а во втором случае —
конец b.

Замечание. Для выявления неподвижного конца используется условие
f�(x) � f(t) > 0, где t = a или t = b. Если неподвижен конец а, применяется фор4
мула (3.7), а если конец b — формула (3.8).

Пример 3.7. Найти корень уравнения x3 – x + 1 = 0 методом хорд с точно4
стью � = 0,001.

�Рассмотрим задачу нахождения корня на отрезке [–2; –1] (см. при4
мер 3.2). Так как f(a) = f(–2) = –5, f(b) = f(–1) = 1, а f�(x) = 6x < 0 на отрезке
[–2; –1], то умножим уравнение на (–1). Получим f(x) = –x3 + x – 1 = 0. Тогда
f�(x) = –6x > 0 на отрезке [–2; –1], f(a) = f(–2) = 5 > 0, а f�(x) � f(a) > 0 и, сле4
довательно, имеем первый случай (рис. 3.7а).

Положим x(0) = b = –1, k = 0. Тогда по формуле (3.7) получаем
0

1 0 0
0

11 1 2 1 1667
1 5
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� �

� � � �
� � � �

Так как �1 = |x(1) – x(0)| = 0,1667 > �, то положим k = 1 и продолжим процесс:

1
2 1 1

1
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0 5786 5
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Так как �2 = |x(2) – x(1)| = 0,0864 > �, то положим k = 2 и продолжим процесс:
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Поскольку �3 = |x(3) – x(2)| = 0,0403 > �, положим k = 3:

3
4 3 3

3
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Так как �4 = |x(4) – x(3)| = 0,0179 > �, положим k = 4:

5 0 05651 3113 1 3113 2 1 319
0 0565 5
�� � � � � � � � �

� �
� � �� � � � �� � �

�
�

Поскольку �5 = |x(5) – x(4)| = 0,00769 > �, положим k = 5:

6 0 02431 319 1 319 2 1 3223
0 0243 5
�� � � � � � � � �

� �
� � �� � � � �� � �

�
�

Так как �6 = |x(6) – x(5)| = 0,00328 > �, положим k = 6:

7 0 01031 3223 1 3223 2 1 3237
0 0103 5
�� � � � � � � � �

� �
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�
�

Поскольку �7 = |x(7) – x(6)| = 0,00139 > �, положим k = 7:

8 0 004341 3237 1 3237 2 1 3243
0 00434 5
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� �
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Так как �8 = |x(8) – x(7)| = 0,000586 < � = 0,001, то корень уравнения
x* � –1,3243. Из анализа поведения �k следует, что сходимость метода хорд
линейная, однако более быстрая, чем сходимость метода половинного
деления.�

3.1.5. МЕТОД ПРОСТЫХ ИТЕРАЦИЙ

Пусть известно, что корень x* уравнения f(x) = 0 лежит на отрезке
G = {a � x � b}.

М е т о д и к а  р е ш е н и я  з а д а ч и

1. Уравнение f(x) = 0 равносильным преобразованием привести к виду
x = 	(x). Это преобразование может быть осуществлено различными путями,
но для сходимости нужно обеспечить выполнение условия |	
(x)| � � < 1 (� —
некоторая константа). При этом геометрически задача сводится к нахождеF
нию абсциссы точки пересечения прямой y = x и кривой y = 	(x) (рис. 3.8).

2. Задать начальное приближение x(0) � [a, b] и малое положительное чисF
ло �. Положить k = 0.

Рис. 3.8
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3. Вычислить следующее приближение:

x(k + 1) = �(x(k)). (3.9)

4. Если |x(k+ 1) – x(k)| � �, итерации завершаются и x* � x(k+ 1). Если |x(k+ 1) – x(k)| >
> �, положить k = k + 1 и перейти к п. 3.

Замечание. В качестве условия завершения итераций при известном зна8
чении � может быть использовано неравенство

1 1� � �� � �
�

� � � �� � �� �� �

Проблемы сходимости и единственности численного решения, являю8
щиеся главными при использовании этого метода, решаются и исследуются
с помощью понятия о сжимающем отображении и теоремы о достаточном
условии сходимости метода.

Отображение (функция) �(x) называется сжимающим в области G с коэф8
фициентом � (0 � � < 1), если для любых двух x�, x� из G выполнено неравен8
ство

|�(x�) – �(x�)| � �|x� – x�|. (3.10)

Теорема 3.9 (о сходимости метода простых итераций и единственности
получаемого численного решения).

Пусть выполнены условия:
1. Нелинейное уравнение x = �(x) имеет решение x* 	 G.
2. Отображение �(x) является сжимающим в области G с некоторым

коэффициентом � (0 � � < 1).
Тогда:
а) решение x* является единственным решением в области G;
б) последовательность x(0), x(1), ..., x(k + 1), ..., определяемая по отображе$

нию на основе итерационного процесса, сходится к решению x* со скоростью
геометрической прогрессии, т. е. при выборе x(0) из условия |x* – x(0)| < R, где
R > 0 — некоторое малое число, справедливо неравенство |x* – x(k)| � �k|x* – x(0)|,
k = 0, 1, ...

Теорема 3.9 утверждает, что при выполнении условий 1, 2 существует
окрестность G(x*, R), такая, что если взять x(0) в этой окрестности и вычис8
лять x(1), x(2), ... по формуле (3.9), то в результате с любой наперед заданной
точностью можно вычислить x(k + 1) 
 x*, соответствующее искомому (един8
ственному) корню. Но так как эта окрестность неизвестна, то можно взять
произвольное x(0) 	 G. Если при этом вычисляется последовательность x(0),
x(1), x(2), ..., x(k), ..., сходящаяся к некоторому значению � ��  то в силу теоремы
� �� �� �  Если сходимость отсутствует, то надо взять другое x(0) 	 G и повто8

рить расчет.
Теорема 3.10 (о достаточном условии сходимости метода простых итераций).
Пусть выполнены условия:
1. Функция �(x) имеет производные для всех x 	 G.
2. Существует число � (0 � � < 1, � = const), такое, что |��(x)| � � для всех

x 	 G.
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Тогда отображение �(x) является сжимающим в G с коэффициентом
сжатия � и последовательность x(0), x(1), ..., x(k + 1), ..., определяемая на ос�
нове итерационного процесса, сходится к решению x*, т. е. x(k) � x* при
k ��.

Доказательство. В силу условия 1 справедлива теорема Лагранжа о ко-
нечных приращениях:

�(x�) – �(x�) � (x� – x�)��(	) для всех x�,   x� 
 G,

где 	 — точка, лежащая между x�и x�. Но тогда с учетом условия 2 и заме-
ны ��(	) ее мажорантой � получим

|�(x�) – �(x�)| � �|x� – x�|,

т. е. отображение �(x) — сжимающее, и, таким образом, последовательность
x(0), x(1), ..., x(k + 1), ... сходится к некоторому � ��  Но тогда в силу непрерывно-
сти �(x) в G имеет место равенство � �� �� �

Геометрическая интерпретация процесса сходимости и расходимости в
зависимости от выполнения или невыполнения достаточного условия сходи-
мости представлена на рисунке 3.9.

Рис. 3.9
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Из рисунка 3.9 видно, что при 0 < ��(x) < 1 и при –1 < ��(x) < 0 (рис. 3.9а,
б) итерационные последовательности x(0), x(1), x(2), ... сходятся к x* . Причем
в первом случае реализуется односторонняя (монотонная) сходимость, а во
втором — двусторонняя (немонотонная). При |��(x)| > 1 (рис. 3.9в, г) процесс
расходится, несмотря на то, что точка x(0) очень близка к x*. Процессы на
рисунке 3.9а, б соответствуют сжимающему отображению.

Преобразование уравнения f(x) = 0 к равносильному виду x = �(x) может
быть выполнено неоднозначно. Рассмотрим универсальные практические
приемы равносильного преобразования f(x) = 0, дающие сжимающие ото8
бражения.

1. Можно заменить уравнение f(x) = 0 на равносильное x = x + cf(x), где
c = const � 0. Тогда, принимая правую часть этого уравнения за �(x) и рас8
крывая |��(x)| = |1 + cf�(x)| < 1, получаем условие

–2 < cf�(x) < 0. (3.11)

Таким образом, можно найти константу c на отрезке G = [a, b] так, чтобы
удовлетворялись неравенства (3.11). При этом надо стремиться получить та8
кую постоянную c, которая бы больше отличалась от нуля, и тогда будет
реализовываться более быстрая сходимость.

Можно показать, что абсолютная погрешность метода оценивается по
формуле (эта оценка выражается через два последовательных приближения)

1 1

1
� ��� � � �

��
� � � � � �

�� � � �� � �� � � � (3.12)

или по формуле (эта оценка выражается через два приближения x(0) и x(1))

1
1 1 0

1

�
� �� � � �

� �
� � � � � �

�� � � � �
�

�� � � � (3.13)

Из оценки следует условие выхода из итерационного процесса. Если зна8
чение � неизвестно, то выход осуществляется по условию

|x(k + 1) – x(k)| � �.

2. Уравнение f(x) = 0 заменяется рав8
носильным:

при� � � �
�

� � �
� � �

��� � � � �
� �

� � � � �
� �

где знак в правой части выбирается из
условия |��(x)| < 1.

3. Можно выразить x из уравнения
f(x) = 0 так, чтобы для полученного урав8
нения x = �(x) выполнялось условие схо8
димости |��(x)| < 1 в окрестности искомо8
го корня.

Замечание. Выполнение условия �k + 1 = |x(k + 1) – x(k)| � � не гарантирует
близости к точному решению (на рисунке 3.10 достигается область, где усло8

Рис. 3.10
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вие окончания выполняется, но корень x* расположен достаточно далеко от
этой области).

Пример 3.8. Методом простых итераций с точностью � = 0,001 уточнить
корень трансцендентного уравнения x2 – e–x = 0, причем искомый корень
x* � [0,5; 1,0] � G.

�1. Преобразуем исходное уравнение к виду x = �(x): 2
�

� � �� ��
�

� � �  Про@
веркой можно убедиться, что ��(x) < 1 при x � G.

2. В качестве начального приближения выберем 0 0 5 1 0 0 75
2
�� �� � � � � ��

3, 4. Выполняем последовательные действия по формуле (3.9): 1 2
�� �

� �

� � �
��

�� �
Результаты расчетов приведены в таблице 3.4.

На пятой итерации выполнилось условие |x(5) – x(4)| � � = 0,001, поэтому
процесс завершен. В качестве приближенного решения берется x* � x(5) = 0,703.

Подстановка x(5) в исходное уравнение дает 55 2 0 00088�� �� �� �� � � ��� �  т. е.
равенство в уравнении также выполняется с заданной точностью. Видно, что
сходимость двусторонняя (это следует также из неравенства –1 < ��(x) < 0) и

линейная, так как отношения 
1

1

�

�
�

�

� � � �

� � � �

� �
� �

� �

� �

� �
� �

 при k = 1, 2, 3, 4, 5 примерно

одинаковые и равны 	0,35 (знаменатель геометрической прогрессии).�
Пример 3.9. Найти решение уравнения x3 – x + 1 = 0 методом простых

итераций с точностью �1 = 0,01 и �2 = 0,001.
�1. В примере 3.2 был отделен корень уравнения x* � [–2; –1]. Преобра@

зуем уравнение к виду x = �(x). Для этого запишем его сначала в форме
x = x3 + 1. Легко показать, что функция �(x) = x3 + 1 не удовлетворяет усло@
вию сходимости, поскольку ��(x) = 3x2, ��(–2) = 12 > 1, ��(–1) = 3 > 1. Поэто@
му воспользуемся другим преобразованием.

В результате получим 3 1
 � �� �  Можно проверить, что |��(x)| < 1 на от@
резке [–2; –1], т. е. достаточные условия сходимости выполняются.

2. Зададим начальное приближение x(0) = –1. Решим задачу с различной
точностью �1 и �2.

3, 4. Выполним расчеты по формуле (3.9):

31 1 0 1 2� � � �� � � � � � � ����� �� � �

Результаты расчетов приведены в таблице 3.5.
Если �1 = 0,01, то x* � –1,3223, а если �2 = 0,001, то x* � –1,3246.�

� � � � � � � � 	
��
�� �� �� �� �� �� ��
����� �	
���� �	��
�� �	
��� �	
���� �	
���� �	
����

������������������ �� �	���
� �	����� �	��
�� �	���
� �	�����
�

� � � � � � � � 	
��
�� �� �� �� �� �� ��
����� ������� �������� �������� �������� �������� ��������

������������������ �� ������� ������� ������� ������� �������
�
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Пример 3.10. Найти корни уравнения x3 – x2 – 9x + 9 = 0 методом про#
стых итераций с точностью � = 0,001.

�1. Преобразуем уравнение к виду x = �(x): 3 2 9 9� � � �� � �
В примере 3.3 была выполнена операция отделения корней и получены

отрезки [–4; –2], [0,5; 2], [2; 4].
Можно показать, что на отрезках [2; 4], [–4; –2] функция �(x) =

3 2 9 9� � �� �  удовлетворяет условию |��(x)| < 1.
На отрезке [0,5; 2] используем другой вид уравнения: 

3 2
1

9 9
� � � �� ��  Так#

же легко проверить, что функция 
3 2

1
9 9

� � � �� � � ��  удовлетворяет достаточ#

ному условию сходимости на отрезке [0,5; 2].
2. В качестве начальных приближений выберем:

	 точку x(0) = –2 на отрезке [–4; –2];
	 точку x(0) = 0,5 на отрезке [0,5; 2];
	 точку x(0) = 2 на отрезке [2; 4].

В поставленной задаче � = 0,001.
3, 4. Выполним расчеты по формуле

1 23 9 9 0 1 2� � � � �� � � � � �� � � � � ����� � �� � � �

с начальными значениями x(0) = –2 и x(0) = 2 и по формуле

3 2
1 1 0 1 2

9 9
� � � � �

� � � �
� � � � � �

� � � ����
� �

� � �
� �

с начальным значением x(0) = 0,5.
Результаты расчетов занесены в таблицы 3.6–3.8.

� � � � � � � � 	
��

�� ����� ������������������
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�	
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�� ���
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���
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В результате получены приближенные значения корней: x1* � –2,99997,
x2* � 0,99998, x3* � 2,9987.

Обратим внимание на сильное различие в числе итераций, потребовав4
шихся для нахождения корней x* = 3 (табл. 3.6) и x* = –3 (табл. 3.7) с помо4
щью одной и той же формулы. Заметим, что в окрестности корня x* = 3 зна4
чения модуля производной функции 3 2 9 9� � � �� �� � �  равны: |��(2)| = 0,784;
|��(2,3513)| = 0,673; |��(2,6056)| = 0,618; |��(2,9977)| = 0,556. С другой сторо4
ны, в окрестности корня x* = –3 имеем: |��(–2)| = 0,206; |��(–2,8438)| = 0,124;
|��(–2,9977)| = 0,111. Анализ результатов показывает, что чем меньше значе4
ния модуля производной |��(x)|, тем быстрее сходимость.�

3.1.6. МЕТОД НЬЮТОНА

Метод Ньютона (метод касательных, или метод линеаризации) является
одним из наиболее популярных численных методов. Он быстро сходится (имеет
квадратичную сходимость) и допускает различные модификации, приспособ4
ленные для решения векторных задач и сеточных уравнений. Однако этот метод
эффективен при весьма жестких ограничениях на характер функции f(x):

1) существование второй производной функции f(x) на множестве
G = {a 	 x 	 b};

2) удовлетворение первой производной условию f�(x) 
 0 для всех x � G;
3) знакопостоянство f�(x), f�(x) для всех x � G.
Поэтому его желательно использовать совместно с другими методами, на4

пример методом половинного деления, чтобы достигнуть диапазона � � �� �� � �
где указанные условия начинают выполняться.

Геометрическая интерпретация метода Ньютона состоит в следующем.
Задается начальное приближение x(0). Далее проводится касательная к кри4
вой y = f(x) в точке x(0) (рис. 3.11), т. е. кривая заменяется прямой линией.
В качестве следующего приближения выбирается точка пересечения этой
касательной с осью абсцисс. Процесс построения касательных и нахождения
точек пересечения с осью абсцисс повторяется до тех пор, пока приращение
не станет меньше заданной величины .

Получим расчетную формулу метода Ньютона. Вместо участка кривой BC
(точка C соответствует x*) возьмем участок AB — касательную, проведенную в
точке (x(0), f(x(0))). Для этого отрезка
справедливо конечное соотношение:

0
0

0 1

0
tg

� �� � �
�

� �
� �

� � � �

� �
� � �

� �
� �

� �

где � — угол наклона касательной в
точке (x(0), f(x(0))) к оси абсцисс. Разре4
шая это соотношение относительно x(1),
получаем

0
1 0

0
� �

�

� �
� � � �

� �

� �
�

� �
� �

� �
� �

Рис. 3.11
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Повторяя процесс, находим общую формулу

1 0 1 2� � � �
�

� �
� � � �

� �

� �
� � � ����

� �

�
� �

�

� �
� � �

� � (3.14)

Подчеркнем, что если отбросить итерационный индекс, то (3.14) записы8
вается в виде нелинейного уравнения

� � � ��
� �

� ��
� �

� �
� � �

� � (3.15)

которое, однако, на [a, b] не равносильно исходному, а является таковым
только в одной точке при x = x*. Поэтому данный метод не служит разновид8
ностью метода простых итераций.

Применим теперь для вывода формулы (3.14) метод линеаризации. По8
ложим, что итерационный процесс имеет вид

x(k + 1) = x(k) + �(k),   k = 0, 1, 2, ..., (3.16)

где �(k) — поправка к k8му приближению, которую необходимо найти. Пред8
полагая, что f(x) имеет непрерывную вторую производную, разложим
f(x(k) + �(k)) по формуле Тейлора относительно точки x(k):

2

2
�� ��� � � � � � �
� �

� � � � � � � � � � � �
� � � � � � � ��

�
� � � � �� � � � � � �

где � 	 (x(k), x(k + 1)). Учитывая, что f(x(k) + �(k)) = 0 (это соответствует нахож8
дению точки пересечения с осью абсцисс), и оставляя только линейную (от8
носительно �(k)) часть разложения (отсюда и название — метод линеариза
ции), записываем линейное относительно �(k) уравнение

f(x(k)) + �(k)f
(x(k)) = 0.

Отсюда выражается поправка � � �
�

� �
� �

� �

� �
�

� �

�
�

�

� �
� �

 Подставляя �(k) в (3.16), по8

лучаем (3.14).
Теорема 3.11 (о достаточных условиях сходимости метода Ньютона).
Пусть выполняются следующие условия.
1. Функция f(x) определена и дважды дифференцируема на [a, b].
2. Отрезку [a, b] принадлежит только один простой корень x*, так что

f(a) � f(b) < 0.
3. Производные f
(x), f�(x) на [a, b] сохраняют знак, и f
(x)  0.
4. Начальное приближение x(0) удовлетворяет неравенству f(x(0)) �

� f�(x(0)) > 0 (знаки функций f(x) и f�(x) в точке x(0) совпадают).
Тогда с помощью метода Ньютона (3.14) можно вычислить корень урав

нения f(x) = 0 с любой точностью.
Замечания
1. Метод Ньютона характеризуется вторым порядком сходимости вблизи

корня и первым порядком — вдали от него. Данную оценку проверяем для
двух случаев, когда x(k) находится далеко от корня x* (это возможно на пер8
вых итерациях) и когда x(k) располагается вблизи x*.
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Первый случай. Пусть отрезок � = [x(k), x*] не мал. Тогда на основе теоре'
мы Лагранжа получим

|f(x(k))| = |f(x*) – f(x(k))| = |f�(�)| � |x* – x(k)| � m1|x* – x(k)|, (3.17)

где 1
�

����� � � � � �� � �
Преобразуем с использованием (3.17) итерационную формулу (3.14):

11 1

1

� � �� � � � �
� �

� � � �� �
�� � � � � � � �

� � � �
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В силу монотонности последовательности x(0), x(1),...

1 1

11 1

1

1

1
1

� �

� �

� � � � �

� � � � � � � � � �

� �� � �� 	

 �

� � � � � � � �
� �

� � � � � � � � � � � �
� � � �

� �
�

� ��

� � � � � � � � � �

� � �

� � � �

� � � � � �

�

� � � � � �

�
� � � � � � � � � �

�

�
� �

�

Таким образом, вдали от корня получаем линейную сходимость

|x* – x(k + 1)| � c � |x* – x(k)|,

где 1

1
0 1 1� 	 
 � �

�
�

�
Второй случай. Пусть теперь отрезок � = [x(k), x*] мал, т. е. итерации вы'

полняются вблизи корня. Тогда, полагая, что указанные выше предположе'
ния 1–4 теоремы 3.10 выполнены, разложим функцию f(x) в окрестности кор'
ня x* относительно точки x(k), учитывая члены до второго порядка. Получим

2 0
2�
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где � � (x(k) – , x(k) + ) ( > 0 — малая величина). Из данного соотношения
выражаем x*:
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Но первые два слагаемых в правой части в соответствии с (3.14) равны
x(k + 1).

Тогда будем иметь
2
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2
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Из последнего соотношения следует оценка погрешности (k + 1)'го при'
ближения через погрешность k'го приближения:

21 2

12
�� � �� � � �

� �� � � � �� ��
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� (3.18)
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где принято 2
�

������ � � � ��� � �  1
�

����� � � � ��� � �  Оценка (3.18) свидетельствует

о квадратичной сходимости метода касательных вблизи корня. С вычисли0
тельной точки зрения это означает, что на каждом приближении количество
верных цифр результата удваивается.

2. Для нахождения комплексных корней уравнения f(z) = 0 можно так0
же использовать (3.14) в форме

1 0 1� � � �
�
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где z = x + iy — комплексная переменная.
Метод Ньютона может применяться не только для нахождения простых

корней, но для определения кратных корней, т. е. когда на отрезке [a, b], содер0
жащем корень, не выполняется условие f(a) � f(b) < 0 (условие 2 теоремы 3.11).
Наряду с теоремой 3.11 удобно также пользоваться следующей теоремой.

Теорема 3.12 (достаточные условия сходимости метода Ньютона).
Пусть:
а) дана функция f(x): D�R, где D — открытый интервал, и f�(x)� Lip�(D);
б) для некоторого � > 0 выполняется условие |f�(x)| � � при всех x из D.
Если уравнение f(x) = 0 имеет решение x* � D, то существует некото�

рое � > 0, такое, что если |x(0) – x*| < �, то последовательность {x(0), x(1),
x(2), ...}, задаваемая формулой (3.14), существует и сходится к x*. Более
того, справедлива оценка

1 2 0 1 2
2

� �� � � �
�

� � � �
� �� � � � � � � ����� �� � � � �

Здесь обозначение f�(x) � Lip�(D) означает, что функция f�(x) непрерывна
по Липшицу с константой 	 на множестве D, т. е. |f�(x) – f�(y)| 
 	 � |x – y| для
любых x, y из D.

Замечания
1. Требование теоремы 3.12, чтобы производная f�(x) имела ненулевую

нижнюю границу в D, определяет, что значение f�(x*) должно быть ненуле0
вым для квадратичной сходимости метода Ньютона. Если же f�(x*) = 0, то x*

является кратным корнем, а метод Ньютона сходится лишь линейно.
2. Выполнение условий теоремы 3.12 гарантирует сходимость метода

Ньютона только из «хорошего» начального приближения x(0).
3. Метод Ньютона является локально сходящимся, так как он сходится с

определенной скоростью к истинному решению при условии, что стартует в
достаточной близости от этого решения.

М е т о д и к а  р е ш е н и я  з а д а ч и

1. Задать начальное приближение x(0) так, чтобы выполнялось неравен0
ство f(x(0)) � f�(x(0)) > 0, а также малое положительное число �. Положить k = 0.

2. Вычислить x(k + 1) по формуле

1� � �
�

� �
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3. Если |x(k + 1) – x(k)| � �, процесс завершить и положить x* � x(k + 1).
Если |x(k + 1) – x(k)| > �, положить k = k + 1 и перейти к п. 2.
Пример 3.11. Методом Ньютона с точностью � = 0,001 уточнить корень

трансцендентного уравнения x2 – e–x = 0, причем искомый корень x* � [0,5;
1,0] � G.

�Можно проверить, что на множестве G удовлетворяются условия 1, 2, 3
теоремы 3.11, обеспечивающие сходимость метода касательных.

1. Зададим начальное приближение из условия 4. Так как для f(x) = x2 – e–x

справедливо f�(x) = 2 – e–x > 0 на множестве G, f(a) = f(0,5) < 0, f(b) = f(1) > 0,
то f(1) � f�(1) > 0, поэтому x(0) = 1.

2, 3. Результаты расчетов по формуле (3.14)

2
1 0 1
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помещены в таблицу 3.9.
Из таблицы 3.9 можно сделать следующие выводы:
1. Для достижения заданной точности, проверяемой по модулю разности

|x(k) – x(k – 1)|, потребовалось выполнить три приближения. Если же выход оргаH
низовать по условию |f(x(k))| � �, то достаточно двух приближений.

2. Вблизи корня x* количество верных цифр в результатах x(k) удваиваетH
ся, так что все цифры в x(3) являются верными, тогда как в x(2) верными
являются первые три цифры после запятой.

3. Скорость сходимости метода Ньютона выше скорости сходимости меH
тода простых итераций (та же точность была достигнута за пять итераций).�

Пример 3.12. Методом Ньютона найти корень уравнения x3 – x + 1 = 0.
�В примере 3.2 корень был отделен: x* � [–2; –1].
1. Зададим начальное приближение x(0). Так как f	(x) = 3x2 – 1, f�(x) = 6x,

то f(–2) = –5, f�(x) < 0 при x � [–2; –1]. Поэтому f(–2)f�(–2) > 0 и x(0) = –2.
Положим � = 0,001.

2, 3. Результаты расчетов по формуле (3.14)
3
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�

приведены в таблице 3.10.
Найденное приближенное решение x* � –1,32472.�
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Пример 3.13. Найти корни уравнения x3 – x2 – 9x + 9 = 0 методом Нью$
тона с точностью � = 0,001.

�Процедура отделения корней была выполнена в примере 3.3. В качестве
отрезков [ai, bi], которым принадлежат корни уравнения, выберем [–4; –2],
[2,5; 4], [0,5; 2].

Так как f(–4) = –3,5; f(–2) = 15, т. е. f(–4)f(–2) < 0, производные f�(x) =
= 6x – 2 < 0, f�(x) = 3x2 – 2x – 9 > 0 сохраняют знак при x � [–4; –2], то усло$
вия сходимости выполняются.

Так как f(2,5) = –4,125; f(4) = 21, т. е. f(2,5)f(4) < 0, и производные f�(x) > 0,
f�(x) > 0 сохраняют знак при x � [2,5; 4], то условия сходимости на этом от$
резке тоже выполняются.

Так как f(0,5) = 4,375; f(2) = –5, т. е. f(0,5)f(2) < 0, и производные f�(x) < 0,
f�(x) > 0 сохраняют знак при x � [0,5; 2], то условия сходимости выполняются.

1. Зададим начальные приближения: на отрезке [0,5; 2] выберем x(0) = 0,5,
так как f(0,5) � f�(0,5) > 0; на отрезке [–4, –2] выберем x(0) = –4, так как
f(4) � f�(4) > 0; аналогично на отрезке [2,5; 4] выберем x(0) = 4. В поставлен$
ной задаче � = 0,001.

2, 3. Результаты расчетов по формуле (3.14)
3 2
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9 9
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приведены в таблицах 3.11–3.13.
В результате получены приближенные значения корней: x*1 � –3,0000;

x*2 � 1,0000; x*3 � 3,0000.�
Пример 3.14. Найти корень уравнения x2 – 2x + 1 = 0 методом Ньютона с

точностью � = 0,01.
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�Очевидно, уравнение имеет один кратный корень x* = 1. Согласно заме+
чанию к теореме 3.12 применение метода Ньютона для решения поставлен+
ной задачи сопровождается линейной сходимостью (табл. 3.14).

Полученное приближенное решение x* � 1,007813.�

3.1.7. МОДИФИКАЦИИ МЕТОДА НЬЮТОНА

Метод касательных, являясь весьма эффективным средством численного
анализа, к сожалению, имеет достаточно жесткие ограничения. Действи+
тельно, он не может применяться для сеточных уравнений (рис. 3.2); при
нарушении знакопостоянства производных (рис. 3.12); при существовании
неограниченных вторых производных и др. Так, если даже условие знакопо+
стоянства нарушено вдали от корня, где выбрано x(0), а вблизи корня выпол+

няется, то все равно метод касательных неприменим (рис. 3.12), если не про+
извести сужения начального отрезка.

Кроме того, если функция f(x) очень сложная, то будет сложной и ее
производная, и поэтому на каждой итерации приходится рассчитывать две
функции, что снижает эффективность метода касательных.

В силу этого в ряде случаев могут оказаться более предпочтительными
модификации метода касательных. Рассмотрим три из них.

А. Упрощенный метод Ньютона. Методика его применения совпадает с
изложенной в п. 3.1.6, но вместо формулы (3.14) используется

   1
0

0 1� � � �
�

� �
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� �
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� �

�
� � � �

� � �
� �

(3.19)

Отличие от метода Ньютона заключа+
ется в том, что производная функции f(x)
подсчитывается только в точке началь+
ного приближения, а на последующих
итерациях не уточняется. Процесс пос+
ледовательных приближений отражен на
рисунке 3.13. Первая итерация совпада+
ет с первой итерацией метода Ньютона.
На последующих итерациях соответству+
ющие отрезки параллельны касатель+
ной, проведенной в начальной точке.

Рис. 3.12

Рис. 3.13
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Для этой модификации снимаются некоторые ограничения метода каса)
тельных, например условие знакопостоянства производных. Сходимость уп)
рощенного метода Ньютона линейная.

Пример 3.15. Найти корень уравнения x3 – x + 1 = 0 упрощенным мето)
дом Ньютона.

�Корень уравнения отделен в примере 3.2: x* � [–2; –1].
1. Выберем начальное приближение x(0) = –2 и зададим �1 = 0,01 и �2 = 0,001.
2, 3. Выполним расчеты по формуле (3.19):
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Результаты расчетов приведены в таблице 3.15.
При � = 0,01 получено решение x* � –1,3388, а при � = 0,001 — решение

x* � –1,3259. Очевидно, по сравнению с методом Ньютона сходимость замед)
ляется (см. пример 3.12).�

Б. Метод Ньютона — Бройдена. Этот метод позволяет увеличить скорость
сходимости последовательных приближений благодаря использованию фор)
мулы

1 0 1� � � �
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(3.20)

где ck — число, которое выбирается на каждой итерации так, чтобы умень)
шить значение |f(x(k + 1))| по сравнению с |f(x(k))|. При ck = 1 метод Ньютона —
Бройдена совпадает с методом Ньютона.

Как правило, при плохой сходимости или ее отсутствии полагают 0 < ck < 1
(рис. 3.14а), а при хорошей сходимости для ck = 1 полагают ck > 1 (это уско)
ряет сходимость (рис. 3.14б)).

На рисунке 3.14 прямоугольниками отмечены точки x(1), полученные при

c0 = 1, � �
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 k = 0, 1, ... — поправка, соответствующая методу Нью)

тона, а точки x(1) = x(0) – c0�(0) получены по методу Ньютона — Бройдена.
В. Метод секущих. В этом методе производная функции f(x) подсчитыва)

ется с помощью конечно)разностных соотношений:
� в точке x(0) используется формула
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где � — малая положительная величина;
� в точках x(k), k = 1, 2, ... используется формула
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Вычисленное значение f�(x(k)) определяет тангенс угла наклона секущей
(рис. 3.15).
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Рис. 3.14

Рис. 3.15
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Методика применения метода секущих совпадает с описанной в п. 3.1.6,
но вместо (3.14) используется формула

1 1
1

1 2� �
�� � � � �

�

� �
� � � � � � � �

� � � �

� �
� �� � ����

� � � �

�
� � � �

� �

� �
� � � � �

� � � �
(3.21)

Замечания
1. Метод секущих является более экономичным по сравнению с методом

Ньютона по количеству функций, подлежащих расчету: на каждой итера;
ции в методе секущих необходимо рассчитать только значение f(x(k)), так
как величина f(x(k – 1)) уже подсчитана на предыдущей итерации.

2. Метод секущих может применяться и для решения сеточных уравне;
ний. Для сеточной функции производные в методе секущих определяются
так же, но для определения f(x(k)) в промежуточных точках осуществляется
аппроксимация (как правило, интерполяция) функции f(xi) (рис. 3.16). На
этом рисунке штриховой линией показана аппроксимационная кривая.

3. Для всех описанных модификаций скорость сходимости p по сравне;
нию с методом касательных снижается: p < 2. Однако для некоторых из них
(метод секущих) значение p > 1 и может достигать p = 1,5.

Пример 3.16. Методом секущих найти корень уравнения x3 – x + 1 = 0
с точностью � = 0,001.

�1. Зададим начальное приближение x(0) = –2 (см. пример 3.12).
2. Для вычисления f�(x(0)) зададим � = 0,1. Тогда
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Дальнейшие расчеты выполняются по формуле (3.21):
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Рис. 3.16
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Результаты расчетов приведены в таблице 3.16.

Очевидно, метод сходится чуть хуже метода Ньютона (см. пример 3.12),
однако скорость сходимости выше линейной.�

3.2. МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ
НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

3.2.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Дана система n нелинейных уравнений с n неизвестными:

f1(x1, ..., xn) = 0,

f2(x1, ..., xn) = 0,

�
fn(x1, ..., xn) = 0,

(3.22)

где fi(x1, ..., xn): Rn � R, i = 1, ..., n — нелинейные функции, определенные и
непрерывные в некоторой области G � Rn, или в векторном виде

F(x) = 0, (3.23)

где x = (x1, ..., xn)T, F(x) = [f1(x), ..., fn(x)]T.
Требуется найти такой вектор x* = (x*1, ..., x*n)T, который при подстановке

в систему (3.22) превращает каждое уравнение в верное числовое равенство.
Замечания
1. Проблема решения системы (3.22) возникает при решении многих приF

кладных задач, например поиска безусловного экстремума функций многих
переменных с помощью необходимых условий [31], при применении неявF
ных методов интегрирования обыкновенных дифференциальных уравнений
[33] и т. д.
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